MIDIENDO SINGULARIDADES CON FROBENIUS
JAVIER CARVAJAL ROJAS

RESUMEN. Estos son apuntes para la Cuarta Escuela Tematica en Algebra y Geometria
Algebraica. Dicha Escuela se llevo a cabo en el CIMAT del 11 al 15 de diciembre 2023.
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La geometria algebraica es una geometria en la cual las singularidades juegan un papel
estelar. No solo tienen las variedades algebraicas singularidades sino que definir una variedad
algebraica proyectiva conlleva definir una singularidad. Piense en el origen del cono definido
por la ecuacion 2% = 22 + y2. Dicha singularidad codifica todas las formas en que la recta

proyectiva se encaja en el plano proyectivo como una cuédrica.

En particular, en geometria algebraica y algebra conmutativa nos interesa poder decir qué
tan severa es una singularidad y cémo esta afecta la geometria de la variedad ambiente. Sin
embargo, esto es particularmente retador sobre cuerpos de caracteristica positiva. Afortuna-
damente, el morfismo de Frobenius nos provee con métodos muy poderosos para estudiar y

medir singularidades.
1
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En este mini-curso, haremos una breve introduccién a estos temas con un énfasis en la teoria
de F-singularidades y sus cuatro grandes invariantes numéricos: F-signaturas, multiplicidades
de Hilbert—Kunz, umbrales de F-pureza y F-umbrales.

Veremos que el F-umbral es al umbral de F-pureza lo que la multiplicidad de Hilbert-Kunz
es la F-signatura. En cierta forma, la F-signatura es un invariante mas refinado que se puede
estudiar por medio de multiplicidades de Hilbert-Kunz y analogamente con los umbrales.
La F-signatura mide multiplicidades de F-escicion mientras que el umbral de F-pureza
mide grados de F-escicion. Por razones de espacio, nos enfocaremos un poco maés en las
multiplicidades mas que en los umbrales.

Atn si estos son temas de investigacion actual, vamos a presentar las ideas béasicas de la
manera mas elemental posible. No obstante, un conocimiento bésico del lenguaje de moédulos
y anillos es deseado. Digamos, los primeros tres capitulos del libro de élgebra conmutativa de

Atiyah y MacDonald [AMG69].

1.1. Organizaciéon de las notas. Antes de entrar en materia con los invariantes como
tal, nos daremos a la tarea de ahondar en la en como las singularidades surgen en
geometria algebraica y porqué son importantes.

Una vez teniendo claro qué es una singularidad, veremos en la cOmo se reinterpre-
tan sobre cuerpos de caracteristica positiva gracias al morfismo de Frobenius y el magnifico
teorema de Kunz.

En la estudiaremos en detalle las multiplicidades de F-escicion: F-signatura
y multiplicidad de Hilbert-Kunz. En la pero en menor detalle, exploraremos los
grados de F-escicion umbrales de F-pureza y F-umbrales.

Para finalizar, veremos en la una aplicacion a los grupos fundamentales de
singularidades.

A lo largo de las notas, quien lee podra encontrar miltiples ejercicios. Se recomienda al
menos leer todos ellos. Aquellos ejercicios con un asterisco se consideran mucho més dificiles
y quien lee puede omitir resolverlos.

Desde luego, hay ya varios surveys sobre estos temas disponibles en la literatura, aunque
todos los que conozco estan en inglés. Yo recomiendo consultar los siguientes [ST12, [SZ15
BFS13, [TW18, Hoc13, Hun13|. Otras notas que me parecen fantasticas son las de Ma y
Polstra [MP]. Sin embargo, estas requieren un conocimiento mucho més avanzado de algebra
conmutativa.

2. (QUE ES UNA SINGULARIDAD?

Vamos a empezar definiendo qué es una singularidad y como surgen en geometria algebraica.
Para esto, vamos a fijar un cuerpo £ algebraicamente cerrado. La mayor parte de esta seccion
se puede estudiar en mucho mayor detalle en [Har77, IJ.

2.1. Espacios algebraicos. En geometria algebraica nos interesa estudiar (sistemas de)
ecuaciones polynomiales sobre £. Por ejemplo, podemos tomar m polinomios en n variables
con coeficientes en 2

filze, oo xn)y ooy fm(z, oo x,) € Blay, ..o, 2y
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para luego considerar el sistema de ecuaciones

fl(:cl,...,xn) =0

fm(xl, ce ,xn) =0
Nos interesa estudiar el espacio solucion X asociado a tal sistema de ecuaciones (tcc conjunto
algebraico [Har77, 1, §1]).
Tal espacio X se puede definir encajado en el espacio afin

A" =R"=R x---x R ={(a1,...,a,) | a1,...,a, € B}
de dimension n. Podriamos escribir
X =Zun(fry-ooy fm) ={(a1,...,a,) € A" | fi(ar,...,a,) =0,Vi=1,...,m} C A".

En tal caso, X = Zya(f1,..., fm) se piensa como un espacio algebraico afin.
Sin embargo, si cada f; es homogéneo, X se puede definir dentro del espacio proyectivo

Pl = (A"\(O,...,O))/N:{[al Do tap) | ar,...,a, € £ no todos cero}

de dimensién n — 1. Aqui, la relacion de equivalencia sobre A™ \ (0,...,0) es dada por:
(a1,...,a,) ~ (b1,...,b,) sii existe 0 # X € £ tal que (aq,...,a,) = A(by,...,b,). La clase
de equivalencia de (a1, ..., a,) se denota por [a; : - - - : a,]. Piénsese en P"~! como el espacio
de rectas de A" que pasan por el origen.

Ejercicio 2.1. Sea f(x,...,z,) € £Z[xi,...x,] un polinomio homogéneo de grado d. Pruebe
que para todo A € 2y (ay,...,a,) € A" se tiene que f(Xay, ..., \a,) = AN f(ay,...,a,). Use
esto para justificar que la condicion f([ay : -+ - : a,)) = 0 esté bien definida.

Asi, usando el podemos definir X como
Zpna(fiyoo s fm) ={lar:-1an) €P" | fi(lar: - :a,])=0,¥i=1,...,m} C P"!

si cada f; es homogéneo. En tal caso, se piensa en X = Zpn-1(f1,..., f;) como en un espacio
algebraico proyectivo.

Ejercicio 2.2 (El grupo multiplicativo G,,). Pruebe que 2% = A' \ {0} se puede pensar
como un espacio algebraico afin al mostrar que

R — Zyo(zy — 1), trs (£,

es una biyeccion. Tal espacio algebraico se conoce como grupo multiplicativo y se denota por

Gl

2.2. Afin versus proyectivo. Quien lee se podria estar preguntando cual es la diferencia
entre los espacios algebraicos afines y proyectivos. ;Por qué molestarse con los espacios
proyectivos si se ven tan complicados? La razoén principal es que los espacios afines no son
“lo suficientemente compactos”.ﬂ En la practica, esto significa que no hay suficientes “puntos
limite” para expresar los teoremas basicos. Por ejemplo, en el plano afin A2, dos rectas
Zp2(a1 + b1x + c1y) v Zp2(as + bax + coy) no necesariamente se intersecan. Es decir, en A?
hay rectas parelelas. La situacion es muy distinta en P2:

lQuien esté familiarizado con la topologia de Zariski puede también mostrar que tal biyeccién es un
homeomorfismo en esta topologia.
2Estamos siendo imprecisos porque no hemos definido ninguna topologia.
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Ejercicio 2.3. Pruebe que dos rectas distintas Zpz(a1z + b1x + c19) v Zp2(asz + box + coy)
en P? se intersecan en exactamente un punto.

Lo anterior es un caso particular del teorema de Bézout. Dicho teorema establece que si
f(z,y,2)y g(z,y, 2) son polinomios homogéneos irreducibles de grado m y n respectivamente,
entonces Zp2 (f) v Zp2(g) se intersecan en exactamente mn puntos contados con multiplicidad.
En parte, esto hace que los espacios algebraicos proyectivos sean el objeto basico de estudio
en geometria algebraica.

La buena noticia es que los espacios afines se pueden compactificar a espacios proyectivos.
Esto se hace al homogenizar cada polinomio que define el espacio algebraico afin. En concreto,
si ‘

f= Z Qiyooin T T € RlT1, .o, Ty
§0,--in €N
es un polinomio de grado d, entonces su homogenizacion es el polinomio homogéneo de grado
d:
= Z aih,,_7in:vg_i1_"'_i":v’il L€ Rlrg, 1, .., 1)

10,5--,in EN
Ejercicio 2.4. Calcule la homogenizacion de z'y’z — 5x3yz + Txz + 2.

Asi, si X = Vpn(f1, ..., fm) con fi,..., fm € 2l21,...,2,] entonces su compactificacion
proyectiva es ~
X = Zpa(f2 .. 2y P
donde fJ,..., fh € Rlxo,21,...,2,]. Con un poco de perspicacia, quien lee habra notado
que no es claro que X contiene una copia de X. Esto se arregla al definir el encaje
X=X, (an,...,a,) = [Liay: - :ay,l
Ejercicio 2.5. Pruebe que el encaje anterior esta bien definido.

Por abuso de notacién, denotaremos la imagen o copia de X en X por X.

Ejercicio 2.6. Pruebe que la compactificacion de una recta L en A? agrega exactamente
un punto. Es decir L = L U {P} donde P € P? es un punto. Pruebe que P es el mismo para
toda recta en A? paralela a L.

Por otro lado, los espacios algebraicos proyectivos se pueden entender por medio de espacios
algebraicos afines. Hay al menos dos formas de hacer esto. La primera se obtiene al notar
que P" esta cubierto por n + 1 copias de A”E] En efecto, note que para cadat=10,1,...,n
tenemos que

U ={lag:a1: - :a;1:1:a;41: - :a,] €P"}
es una copia de A" encajada en P". Por ejemplo, Uj es la copia que se obtiene al compactificar
A" segtn lo explicado anteriormente. Observe que

P*"=UyUU,U...UU,.

En particular, podemos usar esto para escribir un cubrimiento de cualquier espacio algebraico
proyectivo. En efecto, si fi,..., fim € £[zo, 21, ..., 2, son homogéneos entonces

Zpn(f1o.o o ) = UZIP”<f17 o fm) N U
=0

3Lo cual es un cubrimiento por abiertos en una topologia adecuada.
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Ejercicio 2.7. Pruebe que Zpn(f1,..., fin) N U; corresponde a un espacio algebraico afin en
U; =2 A™. Pruebe que X N Uy = X para todo espacio algebraico afin X.

La segunda forma en la que los espacios algebraicos proyectivos se pueden estudiar por
medio de espacios algebraicos afines es por medio de conos. Concretamente, sean f1,..., f, €
Rlxo, 11, ..., 2,] polinomios homogéneos y considere:

X =Zpn(f1, s ) YY = Zpnrs(f1,. .., fn)-
Note que o := (0,0,...,0) €Y. Sea Y C P"*! la clausura proyectiva de Y.
Ejercicio 2.8. Pruebe que la aplicacion 7: Y \ {0} — X dada por
7 (ag, a1, yan) > [ag i ay : - ay)

estd bien definida y sus fibras son copias de G,,. De hecho, en términos més técnicos,
presenta a Y\ {o} como un G,,-fibrado sobre X.

Ejercicio 2.9. Muestre que 7: Y \ {0} — X se extiende a una aplicacién @: Y \ {0} — X

cuyas fibras son copias de A!. En términos méas técnicos, @ presenta a Y \ {0} como un
fibrado lineal sobre X.

Ejercicio* 2.10. Para quienes sepan de explosiones, sea £: Z — Y la explosién de Y en o.
Muestre que hay una aplicacién Z — X cuyas fibras son copias de P! y tal que su restriccion
a Z \ e (o) coincide con .

2.3. Variedades y dimensioén. Lo primero es considerar el gran teorema de los ceros de
Hilbert. Ver [Har77, I, Corollary 1.4, Exercise 2.1] y las referencias ahi citadas.

Teorema 2.1 (Teorema de ceros de Hilbert). Sean fi,..., fum,G1,--- 91 € Rlx1,...,2y)
polinomios y a = (f1,..., fm), 0= (g1,...,q1) C Blx1,...,2,] los ideales correspondientes.
Entonces, {fi,-..,fm} v {q1,--.,q} definen el mismo espacio algebraico (ya sea afin o
proyectivo) si y solo si \/a = Vb. Mds atin, la siguiente funcion es una biyeccion que revierte
inclusiones:

{a C Blz1,...,2,) | a es un ideal radical} — {Z C A" | Z es un espacio algebraico}
ar— Zyn(a) ={a € A" | f(a) =0Vf € a}
Similarmente, la aplicacion
ars Zpna(a) :={a € P" | f(a) = 0Vf € a homogéneo}
define una biyeccion que revierte inclusiones entre el conjunto
{a C Alz1,...,2,) | a es un ideal homogéneo radical diferente de (z1,...,z,)}

y el conjunto
{Z CcP" | Z es un espacio algebraico}.

Definicion 2.2 (Variedades). Un espacio algebraico afin (resp. proyectivo) se dice ser una
variedad afin (resp. proyectiva) si corresponde a un ideal primo de acuerdo a la correspondencia

del [Teorema 2.1

Observacion 2.3. La idea es que una variedad es un espacio algebraico irreducible, o sea que
no se puede expresar como la union de dos (sub-)espacios algebraicos no vacios.

Observacion 2.4. En las correspondencias del [[eorema 2.1} ideales maximales corresponden a

puntos.
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Observacion 2.5. Recuerde que un anillo es noetheriano si todos sus ideales son finitamente
generados. Por el teorema de la base de Hilbert, anillos de polinomios sobre cuerpos son
noetherianos y en particular lo son todos sus cocientes, localizaciones, y completaciones. Ver

[AMGY, Ch. 7).

Definicion 2.6 (Anillo de coordenadas). Sea X un espacio algebraico que corresponde a un
ideal radical a C £[xq,...,x,]. Se define el anillo de coordenadas de X como la £-algebra
(reducida) 2[X] = £[x1,...,x,]/a.

Observacion 2.7. Recuerde que Z[X]| es una anillo noetheriano. Note que X es una variedad
sii Z[X] es un dominio entero. Similarmente, X es un punto sii £2[X] = 2.

Ejercicio 2.11. Pruebe que los puntos de X corresponden a los ideales maximales de 2[X].

Definicion 2.8 (Dimension de Krull y altura). Sea R un anillo y p € Spec R un ideal primo.
Se define la altura de p como

=

alt p .= max{n € N | hay una cadena de ideales primos po Cp1 C --- C p, =p}
Se define la dimension de R como
dim R = méx{altp | p € Spec R}.
Ejercicio 2.12. Pruebe que dim £z, ..., z,] > n.

Definicion 2.9 (Dimension de un espacio algebraico). Sea X un espacio algebraico afin (resp.
proyectivo). La dimension de X se define como dim X := dim £[X] (resp. dim X = A[X]—1).

Teorema 2.10 (Teorema de la dimension [AM69, Theorem 11.25]). Si X es una variedad
afin entonces dim X es el grado de trascendencia de £(X)/#%, donde £(X) es el cuerpo de
fracciones de Z[X], el cual se denomina como cuerpo de funciones (racionales) de X.

Ejercicio 2.13. Pruebe que dim £[z1, ..., x,] < n. Concluya que dim A™ = n y dimP" = n.

Observacion 2.11. Si X es una variedad proyectiva, su cuerpo de funciones £(X) se define
como el sub-cuerpo del cuerpo de fracciones de £[X| dado por fracciones f/g donde f y g
son polinomios homogéneos del mismo grado. En tal caso, la dimension de X es el grado de

trascendencia de 2(X)/%.

Observacion 2.12. Resulta que si una variedad afin es definida por un ideal primo p C
Rlxy, ..., x,], entonces altp = n — dim X. Por lo cual, a la altura de p se le conoce también
como la codimension de X en A". Sin embargo, a diferencia de la dimension, la codimensioén
no es intrinseco de X sino mas bien de su encaje en A",

2.4. Singularidades. Vamos a empezar con una definicién extrinseca pero intuitiva de
singularidad, la cual depende a prior: de las ecuaciones que describen la variedad. Luego
daremos una version intrinseca la cual seguiremos usando por el resto del curso. La razon de
proseguir en este orden es que queremos motivar la definicién de singularidad como la falta
de suavidad segun el analisis clasico.

Teorema 2.13. Sea X una variedad afin definida por un ideal primo p = (f1,..., fa) C
Rlry,...,x,] y sea a € X un punto. Considere la matrix jacobiana

Ja(f1s -5 fm) = [(8i/025) (@) mxn
y denote su rango como jo(f1,..., fm) € N. Entonces, j.(fi1,..., fm) €s a lo mds altp =
n —dim X —la codimension de X C A™.
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Definiciéon 2.14. Sea X una variedad afin definida por un ideal primo p = (fi,..., fn) C
Rlry,...,x,] y sea a € X un punto. Decimos que a € X es una singularidad o un punto
singular de X si jo(f1,..., fm) <n —dim X. De lo contrario, si j,(f1,..., fm) =n— dim X,
decimos que a € X es un punto regular o bien suave/liso.

Observacion 2.15. La motivacion de esta definicion es la siguiente. Supongamos que 2 = C
(o bien R). Entonces, si a € X es un punto regular, el teorema de la funcion inversa establece
que existe un vencindario de @ € X en donde X se ve como A"~4™mX En particular, si todos
los puntos de X son regulares entonces X es una variedad diferenciable suave. Esto es lo que
queremos hacer de manera algebraica. La desventaja de esta definicién es que no es claro si
es independiente de las ecuaciones que se usen para describir X. Antes de ver que este es el
caso, calculamos algunos ejemplos.

Ejercicio 2.14. Calcule los puntos singulares de las siguientes variedades algebraicas asu-
miendo que 2 #0€ £y 2<néeN.

1. Zpe(2? = 2"+ y")

O T W N
NN SN N
8
N
<
+
8
<
(V]

\

8
3
+
<
3
~—~

7. Zys(zy + 2™ 4+ y™)

Definiciéon 2.16 (Germen de un punto de un espacio algebraico). Sean X un espacio
algebraico afin y @ € X un punto que corresponde a un ideal maximal m C £[X]. Definimos
el germen de X en a como el anillo local

@X,a = é[X]m
que se obtiene al localizar £[X] en m. Denotaremos el ideal maximal de Ox , como m,
Observacion 2.17. Resulta que el cuerpo residual Ox,/m, de Ox, es £ (lo cual usa que
% es algebraicamente cerrado). Si X es una variedad entonces Ox , es un dominio entero

con cuerpo de fracciones Z(X). De hecho, en tal caso, se puede pensar en Z[X],, como el
subanillo de 2(X) dado por las fracciones f/g tales que g ¢ m.

Definiciéon 2.18 (Espacio cotangente en un punto). Sean X un espacio algebraico afin y
a € X un punto. El espacio cotangente de X en a se define como el £-modulo m,/m?, el cual
es de dimension finita y su dimensién se conoce como la dimension de encaje de Ox .

Ejercicio 2.15. Use el lema de Nakayama para probar que la dimension de encaje de Ox ,
es el nimero minimo de generadores de m,,.

Teorema 2.19 (JAMG69, Corollary 11.15]). Sean X un espacio algebraico afin y a € X un
punto. La dimension de encaje de Ox , es al menos dim R.

Teorema 2.20 (cf. [Har77, I, Theorem 5.1|). Sean X = Zun(f1,..., fm) una variedad afin y
a € X un punto. Entonces,
n = dimg mg/m2 + j.(f1, ..., fm).
En particular:
1. el rango de la matriz jacobiana es independiente de las ecuaciones que describen a X, y
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2. a € X es un punto singular sii la dimension de encaje de Ox, es diferente y asi
estrictamente mayor a dim R.

Ejercicio 2.16 (Singularidades conicas). Volvamos al [Ejercicio 2.8 y suponga que X y
entonces Y son variedades. Pruebe que 0 € Y es un punto singular sii al menos uno de los

polinomios homogéneos f; no es lineal. Se dice que 0o € Y es la singularidad conica sobre la
variedad proyectiva X.

2.4.1. El caso general. De momento, solo hemos definido la nocién de punto singular sobre
una variedad afin. Sin embargo, por la anterior, esto se puede generalizar a todos los espacios
algebraicos siempre y cuando se cuente con una nocién de gérmen. Hemos visto ya como
definir el germen en un punto de un espacio algebraico afin en [Definicion 2.16, En el caso
proyectivo, la clave es notar que £[X| es una £-élgebra graduada si X es un espacio algebraico
proyectivo.

En efecto, note que la £-algebra de polinomios admite una descomposicion como Z-modulo

S = Rlxg,...,x,] :@Sj

jeN

en donde S; es el Z-submodulo de polinomios homogéneos de grado j (tcc formas de grado
j). Observe también que la estructura de anillo de S es dada por transformaciones lineales
S; ®% Sk — Sjtx. En pocas palabras, S es una £-dlgebra positivamente graduada. Ahora
bien, decir que a C S es un ideal homogéneo es decir que la inclusion

@ ans;Ca

jEN
es una igualdad. En particular, si a es homogéneo entonces el cociente

Sja=@EPS;/ans;
jeEN
es una %A-algebra graduada también al decir (S/a); = S;/a N S; para todo j € N. Tales
anillos graduados se conocen como £-dlgebras graduadas estdndar. El punto clave es que 2
es el sumando de grado cero y es generada por un numero finito de elementos de grado 1.
Ast, B[X] = @,y £[X]; es una £-dlgebra graduada (reducida) si X es un espacio algebraico
proyectivo.
Sea R = S/a una £-élgebra graduada estandar y W C R un conjunto multiplicativo de

elementos homogéneos. En tal caso, la localizacion W' R admite una graduadacion al definir
el Z-modulo

WTR); ={f/glge WNRyy f€Rp;} CW'R.

Sin embargo, (W~!R)y no es un cuerpo y mucho menos igual a £. De hecho, si p C A un
ideal primo homogéneo; digamos distinto al ideal maximal irrelevante R, = GB]'>0 Ry, y W
es el conjunto de elementos homogéneos en R que no estan en p, entonces

Ry = (W™ R)o={f/g| f € Ri,g € R \p} C R,

es un anillo local con ideal maximal

(PRy) N Ry ={f/g| fE€pNRy, g€ R\ p} CR,.

Ejercicio 2.17. Describa el cuerpo residual de este anillo local.
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Por ejemplo, el cuerpo de funciones £(X) de una variedad proyectiva X se defini6 como
Z[X] (0

Definicion 2.21. Sean X un espacio algebraico proyectivo y a € X un punto que corresponde
al ideal maximal homogéneo m C £[X]. Definimos el germen de X en a como el anillo local

@X,a = ﬁ[X](m).
Denotaremos el ideal maximal de Ox , como m,

Ejercicio 2.18. Sea X un espacio algebraico proyectivo y suponga que a € X pertenece a
una de las cartas afines estandar U; N X. Pruebe que Ox , = Oxny, q-

Ya que hemos logrado definir el germen de un espacio algebraico en un punto, podemos
definir la nocién de singularidad de la siguiente manera. Primero, es importante observar que
el cuerpo residual de Oy, es £ y que entonces m,/ m? es un A-moédulo de dimension finita.

Definicién 2.22. Sea a € X un punto en un espacio algebraico. Decimos que a € X es una
singularidad o bien punto singular si

dimg m,/m2 = dim Ox,.

Teorema 2.23 (Criterio del jacobiano proyectivo). Sea X una variedad proyectiva definida
por un ideal primo homogéneo p = (f1,..., fn) C Rlxo,...,xn] ysea a=[ag:---:a, € X
un punto. Entonces,

J(aosan) 15+ 5 fm) = Jragsran) (f15 -5 )

para todo X € Gy,. En particular, j,(fi1,..., fm) estd bien definido. Mds ain, a € X es una
singularidad sii jo(f1,. .., fm) <n —dim X.

Ejercicio 2.19. Pruebe de la siguiente forma.

1. Primero, pruebe que en efecto j,(fi,..., fm) esté bien definido. Note que, usando la
notacion del , esto significa probar que la funcion x — j.(f1,..., fm) es
constante sobre las fibras de 7: Y \ {0} — X. De esta manera, j,(f1,..., fm) es el
valor de  — j.(f1,..., fm) sobre la fibra de 7 en a.

2. Pruebe el lema de Euler: si f € £[x,...,z,]| es una forma de grado k entonces

i—0 8%

3. Use para reducir la regularidad de a al caso afin y aplique el criterio del
jacobiano afin. Es decir, podemos asumir sin pérdida de generalidad que a = [1 : a; :

-1 ay), y entonces a € X es singular sii

Jiar,..., an)(fl(l,xl,...,xn),...,fm(l,:cl...,:cn)) < n —dim X.

4. Finalmente, use el lema de Euler para ver que

ja(fb ceey fm) = j(al,...,an)<fl<1axl7 cee ,iL‘n), cee 7fm(17x1 s axn»
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2.4.2.  ¢Por qué estudiar singularidades? La primera razén es que las variedades algebraicas
son naturalmente singulares. Aun si se esté interesado exclusivamente en variedades sin sin-
gularidades, toda “operacion” en geometria algebraica es propensa a introducir singularidades.
Por ejemplo, cuando un grupo acttia sobre una variedad, el cociente es casi siempre; de
manera fundamental, singular. Asi, ain si se empieza a jugar sin singularidades, el juego
algebro-geométrico rapidamente las introduce de vuelta. Este punto de vista le permitié a
Mori ganar la medalla fields en el contexto del programa del modelo minimal (PMM). A
grandes rasgos, el gran descubrimiento de Mori fue darse cuenta que, para que algoritmo
del PMM funcione, se tiene que tomar en cuenta las singularidades en todas partes. Esto
rapidamente lleva a la introduccion de las singularidades (log-)candnicas, (log-)terminales,
etc. Estas son consideradas por muchos el tipo de singularidad méas importante en geometria
algebraica.

Bueno, digamos que ya estamos convencidos de que hay que estudiar todas las variedades,
ya sean singulares o no. jRealmente pueden las singularidades afectar la geometria global
de una variedad? La respuesta es que si y mucho. Por ejemplo, el analogo a la dualidad de
Poincaré en geometria algebraica se llama dualidad de Serre y esta es muy sensible a las
singularidades de la variedad. Casi por definicion, las singularidades de Cohen—Macaulay son
aquellas singularidades que permiten que la dualidad de Serre sea cierta. Esto las hace una
de las singularidades més importantes y estudiadas en matemaéticas. El dlgebra conmutativa
moderna en gran medida estudia estas singularidades asi como su refinamiento conocido como
singularidades de Gorenstein.

Una tercera razon para estudiar singularidades es que estas determinan y se pueden usar
para entender variedades projectivas. Por ejemplo, si X es una variedad proyectiva, podemos
considerar el cono afin Y sobre X con vértice o € Y; recuerde el |Ejercicio 2.8|y el |[Ejercicio 2.16]
Dado que se tiene un Gy-fibrado 7: Y \ {0} — X, gran parte de la geometria de X es
determinada por la singularidad o € Y. Por ejemplo, uno de los invariantes méas importantes
de X son ciertos grupos de cohomologia H* = H'(X,0x(j)). No importa aqui como se
definen pero son ciertos Z-mddulos de dimension finita. Por otro lado, a la singularidad
Oy, se le asocian ciertos grupos de cohomologia local H}, (Oy,), los cuéles son Oy ,-modulos
graduados. Resulta que

H;j;l(@yﬂ) o @ Hii
JEZ

como modulos graduados. En otras palabras, resulta que al estudiar la cohomologia local de
la singularidad o € Y estamos estudiando la cohomologia de la variedad proyectiva X!

Para resumir, podemos usar la siguiente analogia cosmologica. Pensemos en las variedades
proyectivas como todos los posibles universos, en las singularidades como agujeros negros
(o sus singularidades), y en la cosmologia como la geometria. Entonces, los universos tienen
agujeros negros de manera esencial y estos repercuten en su cosmologia. Mas atn, el origen
mismo de un universo es una singularidad.

2.5. El enfoque algebraico abstracto y anillos regulares. Recuerde que todo anillo
(# 0) posee al menos un ideal maximal; ver [AM69, Theorem 1.3][] Un anillo local (R, m, £)
es una anillo con un tnico ideal maximal m y cuerpo residual Z = R/m. De ahora en adelante,
asumimos que todos los anillos son noetherianos. En tal caso, el Z-médulo m/m? = m Qg £

4Por anillo siempre queremos decir anillo conmutativo con identidad 1.
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es de dimension finita y coincide con el minimo namero de generadores p(m) de m. Mas aun,
dim R < p(m) y en particular R es de dimension finita] Ver [AM69, Corollary 11.15].

Ejemplo 2.24 (Anillos de series de potencias y anillos locales completos). Sea £ un cuerpo.
El anillo de series de potencias £[x1,...,x,] en n variables x1, ..., z, con coeficientes en
% es un anillo local con ideal maximal m = (xy,...,z,) vy cuerpo residual Z. Recuerde que
un elemento de £[zy,...,7,] es una serie de potencias formal >, . iy i T -0
con a; . ;, € %. Se dice que es formal porque no hay ninguna nocién de convergencia
involucrada. Un polinomio es una serie de potencias donde todos salvo una cantidad finita de
coeficientes son cero. En particular, £Z[zy,...,z,| es un subanillo de £[z1,...,z,]. Se dice
que Z[zy,...,x,] es la completacion (xy, ..., z,)-adica de £[xq,. .., x,].

Note que todo cociente R := £[xy,...,x,]/a es un anillo local con ideal maximal m =
(x1,...,2,)R y cuerpo residual £. A estos anillos locales se les conoce como anillos completos
sobre féﬂ De hecho, todo anillo local (R, m, £Z) admite una completacion (]A%, W =mR, R)ysiR
contiene un cuerpo entonces resulta que R es un cociente de un anillo de series de potencias (i.e.
es un anillo completo sobre 2). Por ejemplo, si R es la localizacion de Z[z1, ..., x,]/(f1, .., fm)

en (ry,...,r,) entonces su completacion viene dada por R = Rlxy, .., xn]l/(fi,y ooy fm)-

Ejercicio 2.20. Sea R un anillo y p € Spec R un ideal primo. Entonces, la localizacion
(Ry, pRy, k(p) = R, /pR,) es un anillo local. Muestre que x(p) es el cuerpo de fracciones del
dominio entero R/p.

Ejercicio 2.21 (Caracteristica). Recuerde que la caracteristica de un anillo R es el unico
namero natural char R € N tal que (char R) C Z es el kernel del homomorfismo canénico
de anillos Z — R. Pruebe que un anillo R contiene un cuerpo sii char R = char k(p) para
todo p € Spec R. En particular, en tal caso, (char R) C Z es un ideal primo, i.e. char R =0 o
un nimero primo. Por esta razon, a los anillos que contienen un cuerpo se les conoce como
anillos de equi-caracteristica p > 0. A los anillos que no contienen un cuerpo se les conoce
como anillos de caracteristica mixta y su estudio es muchisimo mas dificil. En este curso nos
concentraremos Unicamente en anillos de equi-caracteristica.

Ejercicio 2.22. Dé un ejemplo de un anillo local y no-local de caracteristica mixta.

Definicién 2.25 (Anillo regular y singular). Un anillo local (R, m, 2) se dice ser regular si
la desigualdad dim R < u(R) es una igualdad. De lo contrario, se dice que es singular.

El siguiente es un resultado no-trivial.

Teorema 2.26 (Serre [?]). Un anillo local (R,m, £) es reqular sit (Ry, pR,, k(p) es reqular
para todo p € Spec R.

Esto nos permite definir:

Definiciéon 2.27. Un anillo (noetheriano) es regular si todas sus localizaciones en ideales
primos son anillos (locales) regulares.

SCuidado, no todo anillo noetheriano es de dimension finita por un ejemplo famoso de Nagata. Ver [Sta20l
Tag 02JC]
%En realidad, la definicién es muy distinta pero es equivalente a esta debido al teorema de estructural de
Cohen [?].
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Teorema 2.28. Sea (R, m, 2) un anillo local y sea (R, mR, ) su completacio’n.ﬂ Los siguientes
enunciados son equivalentes:
1. (R,m, £) es regular.
2. (R,mR, £) es regular.
3. St adicionalmente R y entonces R contienes un cuerpo, (1:2, mR, %) es isomorfo (como
anillo local) a lxy, ..., TaimR]-

Observacion 2.29. Lo anterior nos indica que podemos pensar en una singularidad sobre £ (o
bien una %£-singularidad) abstractamente como una #Z-algebra local completa (R, m, £) salvo
isomorfismo. Sin embargo, en lo que sigue, vamos a pensar en una singularidad simplemente
como un anillo local pues, en general, las propiedades de las singularidades son invariantes
bajo completaciones.

3. EL ENDOMORFISMO DE FROBENIUS Y EL TEOREMA DE KUNZ

De ahora en adelante, fijjamos un ntimero primo p y nos enfocamos en los anillos de equi-
caracteristica p > 0. Es decir, de ahora en adelante trabajaremos con [F,-adlgebras. También
usaremos la notaciéon q = p°.

Definicién 3.1 (Frobenius). El endomorfismo de Frobenius de una F,-algebra se define como
F = Fr: R — R donde F': r +— rP. De igual manera, se define su e-ésima iteracion como
Fe:r—ri

Ejercicio 3.1. Muestre que F°: R — R es un homomorfismo de F,-algebras.
Ejercicio 3.2. Pruebe que F°: R — R es inyectivo sii R es reducido.

Ejercicio 3.3. Recuerde o pruebe que un anillo R es reducido sii su anillo total de fracciones
K = F(R) es un producto de cuerpos [[, K;. En particular, si R es reducido entonces
podemos definir una clausura algebraica K = IL K; v asi el anillo de raices g-ésimas
RY4 := {r1/9 ¢ K | r € R} esta bien definido. Muestre que F¢: R — R se puede identificar
con R C R4,

Definicién 3.2 (Restriccion de escalares con respecto a Frobenius). Sea M un R-modulo.
Definimos el R-modulo FEM = {Ffm | m € M} donde Ffm + Ffm' .= Ff(m + m') pero
rEFfm = Ffr¢m. Similarmente, si M = S es una R-algebra entonces F7S es una R-algebra
al definir (F¢s)(F¢s') = Ffss'.

Observacion 3.3. En otras palabras, F¢M es idéntico a M como grupo abeliano pero la
estructura de R-moédulo ha sido modificada a través de Frobenius. Del mismo modo, F¢S es
idéntico a S como anillo; lo que cambia es la estructura de R-algebra.

Ejercicio 3.4. Muestre que W 'F¢R = F¢W 1R para todo conjunto multiplicativo W C R.

Definicién 3.4. Una [Fj-algebra es F'-finita si FYR es un R-moédulo finitamente generado
para algtin/todo e € N.

Ejercicio 3.5. Muestre que un cuerpo % /F, es F-finito sii [£Y/? : £] < co. Concluya que un
cuerpo perfecto (e.g. algebraicamente cerrado) es F-finito.

Ejercicio 3.6. Sea R una IF,-algebra F-finita. Muestra que:

La completacion preserva la dimension.
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1. R/a es F-finita para todo ideal a C R.
2. W™IR es F-finita para todo conjunto multiplicativo W C R.
3. Rlxy,...,x,] vy R[z1,...,2,] son F-finitas.

Concluya que localizaciones y completaciones de algebras finitamente generadas sobre cuerpos
F-finitos son F-finitas (estos son los anillos basicos de la geometria algebraica).

Teorema 3.5 ([Kun76]). Una F,-dlgebra local (R,m, %) es F-finita sii # es un cuerpo
F-finito y R es excelente.

Teorema 3.6 ([Kun76|). Todo anillo F-finito es de dimension finita.

Convencion 3.7. De ahora en adelante asumiremos que todos los anillos son F-finitos (ademas
de noetherianos). Estas son las condiciones basicas de finitud de la teoria de F-singularidades.

Ejercicio* 3.7. Para los que saben de completaciones, sea (R, m, Z) un anillo local F-finito.
Muestre que el diagram

~

F'R—— F°R
R— R

es cartesiano. En otras palabras, R®g F*R — F¢R es un isomorfismo. Concluya que si R es
reducido entonces R lo es también.

Dicho todo lo anterior, ya estamos en condicién de enunciar el teorema génesis de la teoria.

Teorema 3.8 (El teorema de Kunz [Kun69]). Una F,-dlgebra R es regular sit FER es un
R-madulo proyectivo para algin/todo e > 0. En particular, una IF,-dlgebra local (R, m, ) es
reqular sit FER es un R-mddulo libre para algin/todo e > 0.

Ejercicio 3.8. Sea £ un cuerpo F-finito. Use el teorema de Kunz para probar que los anillos
Rlry,...,x,]y Rz, ..., x,] son regulares.

Ejercicio 3.9. Use el teorema de Kunz para mostrar el teorema de Serre (ver [Teorema 2.26])
en el caso de equi-caracteristica positiva.

Observacion 3.9. A grandes rasgos, la teoria de F-singularidades estudia singularidades a
través de la falta de libertad de la familia de los R-modulos { F¢R}.. Aqui nos enfocaremos
en como hacer esto de manera numérica y elemental.

Teorema 3.10 (|Gab04]). Todo anillo F-finito es un cociente de un anillo reqular.

Problema Abierto 1. Determinar si todo anillo F'-finito es una extensién finita de un anillo
regular.

4. F-SIGNATURA Y MULTIPLICIDAD DE HILBERT-KUNZ

Ya ahora entramos a estudiar el tema principal de estas notas. Para esto, necesitamos
primero estudiar varias generalidades sobre la nocién de rango. En esta seccion, seguimos en
gran parte el trabajo de Polstra y Tucker [PT1§].
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4.1. Sobre varias nociones de rango.

Definiciéon 4.1 (Rango). Sea R un dominio entero con cuerpo de fracciones K. El rango
(genérico) de un R-modulo M finitamente generado se define como

v(M) = dimg M ®g K.

Observacion 4.2. Recuerde que, por el lema de Nakayama, si (R, m, £) es un anillo local y M
es un R-modulo finitamente generado entonces

w(M) = dimg M ®p £ = dimg M /mM

es el minimo ntmero de generadores de M. Este niimero se puede pensar como el rango
residual de M.

Ejercicio 4.1 (Sub-aditividad). Sea (R, m, 2, K) un anillo local. Sea
0—M —M— M —0
sea una sucesion exacta de R-moédulos finitamente generados. Muestre que
p(M) < p(M') + p(M")
mientras que
v(M)=v(M") +v(M").
La siguiente observacién nos servirda como motivacion.

Ejercicio 4.2. Sean (R, m, £, K) un dominio local y M un R-mo6dulo finitamente generado.
Pruebe que v(M) < u(M) y que la igualdad ocurre sii M es libre de rango v(M) = u(M).

Ejercicio 4.3. Sean (R, m, £, K) un dominio local y M un moédulo finitamente generado.
Pruebe que le conjunto

{n € N | hay una sucesion exacta M — R®" — 0}

es no vacio y acotado superiormente por v(M). Dado que R®™ es proyectivo, la existencia de
tal sucesion exacta es lo mismo que decir que R®™ es un sumando directo de M.

Definicion 4.3 (Rango libre). En el marco de el rango libre de M se define

como
n(M) = max{n € N | hay una sucesion exacta M — R®" — 0}.
En particular, dado un médulo M sobre un dominio local (R, m, £, K), tenemos las
siguientes desigualdades
n(M) <v(M) < p(M).

Ejercicio 4.4. En el marco de [Ejercicio 4.3 pruebe que M es un modulo libre sii es libre de
torsion y n(M) = v(M). Muestre que n(M) = u(M) sii M es libre.

Ejercicio 4.5. En el marco de [Ejercicio 4.3 pruebe que n(M) esté caracterizado como el

tnico nimero n € N tal que M = R®" @ N y donde N no admite una sobreyeccion sobre R
(i.e. Hompg(N, R)/ Hom(N, m) = 0).
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Ejercicio 4.6. En el marco de [Ejercicio 4.3] pruebe que
M" :={m € M | ¢(m) € m para todo ¢ € Homp(M, R)}

es un submodulo de M que contiene mM. En particular, M/M " es un Z-moédulo. Pruebe
o n(M) = dimgz M/M".
De manera dual, note que se tienen inclusiones de R-moédulos

mHompg(M, R) C Homg(M,m) C Homg(M, R)
por lo cual Homg(M, R)/ Homg(M,m) es un Z-modulo. Pruebe que

n(M) = dimg Hompg(M, R)/ Hompg(M,m).

Mas generalmente, sea C' C Hompg(M, R) es un submodulo. Denote C™ := C' N Homp (M, m)

y
M :={m & M | ¢(m) € m para todo ¢ € C}.

Pruebe que C/C™ y M/M "¢ son A-moédulos cuya dimension es el rango maximo de un
cociente libre M — R®" donde las correspondientes n proyecciones M — R pertenecen a C.

El resultado del siguiente ejercicio es absolutamente fundamental en lo que sigue.

Ejercicio 4.7 (Sub-aditividad). En el marco de [Ejercicio 4.3 considere una sucesion exacta

de R-modulos finitamente generados
0—M— M — M — 0.

Muestre que

n(M") < n(M) < n(M') + p(M").
Sugerencia: Tome n € N tal que there is a homomorfismo of R-modulos ¢: M — R®" tal
que M’ — M — R®™ is surjective. Argumente que esto induce un diagrama conmutativo de
sucesiones exactas:

0 M’ M M 0

L]

0—— R —— M —— ker¢p —— 0

| |

0 0

Y que entonces
n(M) < n+nker ) < n(M') + p(M").

Ejercicio 4.8. Sea M un moédulo finitamente generado sobre un dominio entero R con cuerpo
de fracciones K. Muestre que hay una sucesion exacta

0— R®M) 4 M T —0

tal que K ®g T =0, 7.e. T' es un modulo de torsion. Dado que T es finitamente generado,
existe 0 # r € R tal que rT = 0. Sugerencia: tal sucesion se obtiene de una K-base de
K ®pr M cuyos elementos estan en la image del homomorfismo canénico M — K ®g M.
Pruebe que si M es libre de torsion (i.e. M — K ®g M es inyectivo), entonces existe una
sucesion exacta
0— M — R T 0
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tal que K ®r T = 0. Sugerencia: Escoja una K-base para K ®r M = @;’gﬂ Ke;. Muestre

que existe 0 # r € R tal que rM C @;jgﬂ Re; (limpie los denominadores de generadores de

M). Note que {€; .= e;/r} es una nueva K-base de K @ M y M C @;’f‘f) Re!.

4.2. El rango genérico de FfR. Sea (R,m, 2, K) es un dominio local. Note que
W(FER) = [KV1: K = [P K

y recuerde que log,[K /7. K] € N. Resulta que

Teorema 4.4. Con la notacion anterior, log,[K'/? : K| = log,[£'/? : £] + dim R. En otras

palabras,
V(FR) = qlogp[’%l/’%HdimR

Bosquejo de la prueba. El primer paso es reducir al caso completo. Esto se hace al utilizar el
Ejercicio™ 3.7| Esto nos permite concluir que R, es un cuerpo para todo primo minimal de

~

R. Mas aun, también se concluye que Rp QK K'P — R;/ P es un isomorfismo (i.e. Rp /K es
separable). En particular,

(7 ] = (K72 K]
Recuerde que ]:Ep es entonces el cuerpo de fracciones de R/p; ver Asi, tomando
p tal que dim R/ p = dim R=dimR podemos asumir que R es completo.
Asumiendo que R es completo, el siguiente caso es reducir al caso en el que R es regular.

Por el teorema estructural de Cohen, podemos decir que R es una extension finita de
A= E[xy,...,Taimr]. Entonces, como hay un diagrama conmutativo

Allr —_ RV/p
A——R

de A-moédulos finitamente generados. De aqui se concluye que vgr(RY?) = v4(AYP). En otras
palabras, podemos asumir que R = A. Este caso se deja de ejercicio. O

4.3. La multiplicidad de Hilbert—Kunz. Sea (R, m, £, K) un dominio local. Note que
((FER) = dimg FER/mFCR = dimg FCR/Femld
donde ml? denota la e-ésima potencia de Frobenius de m:

Definicién 4.5 (Potencias de Frobenius). Dado un ideal a C R se define al? como el ideal
de R generado por todas las potencias g-ésimas de elementos de a.

Ejercicio 4.9. Pruebe que si a = (f1,..., f,n) entonces ald = (ff,..., f2). Muestre que
aF°R = Feald,

En particular,
w(FER) = [£Y9: £]dimy./, FER/Femld = [£Y9: £]dimg R/ml9).

Por lo tanto,
w(FER)  [AY9: £ldimg R/mlY dim, R/mld
v(FeR) glogy AP Al +dim R - gdimR

En particular, el teorema de Kunz se puede reescribir de la siguiente forma.

1<
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Teorema 4.6 (Kunz). Un dominio local (R,m, %, K) es reqular sii mﬁi—w =1 para

algin/todo e > 1.
Esto motiva la siguiente definicion.

Definicion 4.7 (Multiplicidad de Hilbert-Kunz). La multiplicidad de Hilbert-Kunz de un
dominio local (R, m, 2, K) se define como el limite

. dimg R/ml
cur( 1) = Jim S

Mas generalmente, si a es un ideal m-primario (i.e. v/a = m), se define su multiplicidad de
Hilbert—-Kunz como el limite

, dlmﬁ R Cl[q}
ek(a) = lim, q—mf/e

Teorema 4.8. Con la misma notacion que antes, 1 < epk(a) existe en R.
Demostracion. Ver adelante. O

Teorema 4.9 ([WY00, Theorem 1.5] y [BE04, Theorem 2.7|). Con notacion como antes,
enk(R) =1 sii R es reqular. Mds ain, si egx(R) < 1+ ﬁ con d .= dim R entonces R es
reqular.

Demostracion. La prueba es dificil y va mas alla del alcance de estas notas. Se sugiere a
quien esté interesado ver la referencia provista. [l

Ejercicio 4.10. Pruebe que si (R, m, 2, K) es regular entonces egk(a) = dimy R/a.

Observacion 4.10. En general, entre mas grande es el valor de egk(R) peor es la singulari-
dad de R. En general, calcular egk(R) se considera muy dificil. Hay sin embargo algunos
célculos disponibles en la literatura. Por ejemplo, Han y Monsky han estudiado u(FfR)
para la singularidad R = Fp[zy, ..., 2,]/(z® 4 - + 2%) [AM93]. Resulta u(F¢R) exhibe
un comportamiento complejo y misterioso. En el caso p =5 y n = 4 = d;, se tiene que

168 107
Fe _ e\3 e
por lo cual egk(R) = 168/61. Similarmente, si p = 3, n =5y d; = 2, se obtiene que
23 4
Fe — Y (qe 4 T re

por lo cual egk(R) = 23/19. Luego, Gessel y Monsky calcularon el limite de egx cuando
p — oo; ver [GM10]. Por ejemplo, si n = 4 = d; se obtiene que

8 2p°+2p+3

p=1méd4
enk(R) = {§§§§f§§i§

§2p2—2p+1 p= 3 méd 4

cuyo limite cuando p — oo es 8/3. Y para ponerle la cereza el pastel, Gessel y Monsky
muestran que si n es arbitrario pero cada d; = 2, entonces lim,_,, egx (R) es el coefficiente
de 2! en la expansion de Taylor de sec z + tan z (alrededor de 0).
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Problema Abierto 2 (Racionalidad). Se tiene que eyk(R) € Q para toda singularidad
R? Monsky ha conjeturado que la respuesta ha de ser negativa pues la multiplicidad de
Hilber-Kunz de la singularidad Fy [z, y, z, u, v] /(uv + 2® 4+ 4 + 2yz) parece ser 5 + 2<\/7; ver
[Mon0g].

Problema Abierto 3 (Cota inferior). Sea £ un cuerpo algebraicamente cerrado de caracte-
ristica p > 2. Sea ey, la multiplicidad de Hilbert-Kunz de R, 4 .= £[zo, ..., zq]/(xd+" - -+ 22)
con p # 2. Si R es una A-singularidad y epk(R) < eq, entonces R es regular. Més aun,
enk(R) = epq sii R = R, 4. Ver [WY05] para mas detalles sobre este problema; donde es
originalmente propuesto. También ver [JNST23, Theorem 2.5| y las referencias ahi donde se
muestra el estado del arte de este problema. El cual esta resuelto afirmativamente si d < 6.

Ejercicio* 4.11. Sean (R, m, £, K') un dominio local y M un R-modulo finitamente generado.
Muestre que la sucesion {u(FM)/v(FER)}eso es acotada. Siga los siguientes pasos. Primero,
reduzca al caso en que M = R; use que M es un cociente de un moédulo libre de rango finito.
Luego, proceda por induccién sobre A(R) := log, v(FfR) € N. Si A(R) = 0 entonces R es
un cuerpo perfecto y el enunciado es trivial. Para el paso inductivo, considere una sucesion
exacta

0— R L EFR ST —0

tal que K @z T = 0 (ver [Ejercicio 4.8]). En particular, existe 0 # ¢ € R tal que ¢I' =0, lo
que quiere decir que T" es un R/c-modulo.

Dado que dim R/c < dim R, aqui nos gustaria poder decir que \(R/c) < A(R) y usar la
hipootesis inductiva. Sin embargo, esto no es posible tal cual pues R/c no es necesariamente
un dominio entero. Para solventar esto, recuerde que todo moédulo fiinitamente generado N
sobre un anillo noetheriano A admite una filtracion

OZNOCNlcNQCCNn:N

donde N;/N;_; = A/p; para algin p; € Spec A; ver [AMG69, Ch. 7, Excercise 18] o bien
IMat89, Theorem 6.4]. Aplique este resultado a 7" para obtener una filtracion

o=T,clyclyc---Cc1,=T

en donde T;/T; 1 = R/p; y ¢ € p; € Spec R. En particular, dim R/p; < dim R y asi
A(R/p;) < A(R). Use sub-aditividad y la hipotesis inductiva para concluir que

PFLT) <Y p(FeAfp) < CaHP7

i=1
para alguna constante C'= C(R,T') y para todo e € N.
En seguida, use la sucesion exacta

A(R)

0— FEIR®TY 5 FCR — F'T — 0

para concluir que
p(FER) < pM P p(FER) + CM !
para todo e € N. Divida por v(F¢R) = ¢*® para obtener

WIFER) _ p(FE'R) | C
< + =
v(FeR) — v(FS'R) ¢
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para todo e € N. Entonces,

u(FER) c 0 C C
<C+—+5++—=< <20

v(FER) p P pr T 1=1/p

Ejercicio 4.12. En el marco de [Ejercicio™ 4.11} note que lo anterior también prueba que si T

es un R-modulo de torsion finitamente generado entonces la sucesion {qu(FET)/v(FER)}eso

es acotada.

4.4. La F-signatura y F-regularidad. Sea (R, m, £, K) un dominio local. Entonces
N(F{R) = dimg FER/(FCR)T
segun [Ejercicio 4.6]
Definiciéon 4.11 (Ideales de F-escicion). Sea I, = I.(R) el ideal de R definido como
I. ={re R| ¢(Fir) € mfor all ¢ € Homg(FLR,R)}.
A este ideal se le conoce como el e-ésimo ideal de F-escicion.

Ejercicio 4.13. Muestre que I, es en efecto un ideal y que (F¢R)" = F¢I.,.
Ejercicio 4.14. Muestre que ml? C I, y que

n(F¢R) = [£Y7: £]dimyg R/I,.
Muestre también que LLP] C Ileyq.

En particular,
0< n(FER) _ dlmé R/I, <1
v(FeR) qim R

Ejercicio 4.15. Concluya que R es regular sii dn;ﬁf e — para algtn/todo e > 0.

Ejercicio 4.16. Muestre que R es regular sii ml¥ = I, para algin/todo e > 0.
Ejercicio 4.17. Pruebe que r ¢ I, sii Fr genera un summando directo de F¢R.

Ejercicio 4.18. Muestre que se tiene una cadena descendente de ideales
ROLDLDI3D -

Ejercicio 4.19. Muestre que los siguientes enunciados son equivalentes.

1. I, es un ideal propio para algin e.

2. I, es un ideal propio para todo e.

3. ), Ie es un ideal propio.
Pruebe que en tal caso S(R) := ), I es un ideal primo, el cual se conoce como el ideal primo
de F'-escicion.

Definicion 4.12 (F-pureza y F-regularidad). Se dice que R es F'-puro/escindido si cualquiera

de los enunciados en el se cumplen. Se dice que R es F-regular si es F-puro y
A(R) = 0.

Ejercicio 4.20. Muestre que un anillo regular local es F-regular.

Ejercicio 4.21. Muestre que R es F-regular sii para todo 0 # r € R existe un e > 0 tal que
F¢r genera un summando directo de FER (i.e. existe ¢ € Hompg(FSR, R) tal que ¢p(F¢r) = 1).
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Ejercicio 4.22. Un ideal a C R se dice ser de Cartier (tcc uniformemente compatible) si
¢(Ffa) C a para todo ¢ € Homg(FFR, R) y todo e > 0. Muestre que S(R) es un ideal de
Cartier y que contiene a cualquier otro ideal propio de Cartier. Concluya que R es F'-regular
sii sus unicos ideales de Cartier son (0) y (1) = R.

Definicion 4.13 (F-regularidad y F-pureza de anillos reducidos.). Mas generalmente, un
anillo reducido R (ademas de noetheriano y F-finito) se dice ser F'-regular (resp. F-puro) si
para todo elemento regular r € R (resp. para r = 1) existe e € Ny ¢ € Homg(FFR, R) tal
que ¢(Fer) = 1.

Resulta que esta definicion recupera su version local, el cual es de todos modos el caso més
importante como establece la siguiente proposicion.

Proposicion 4.14 (JHH89|). Los siguientes enunciados son verdaderos:

1. Un anillo F'-regular es un producto de dominios enteros F'-regulares.
2. Un anillo local F'-reqular es un dominio entero.

3. Un anillo es F-regular sit todos sus localizaciones son F'-requlares.
4. Un anillo es F-puro sit todas sus localizaciones son F-puras.

5. Un anillo reqular es normal y de Cohen—Macaulay.

Ejercicio 4.23. Suponga que se tiene un homomorfismo de anillos de dominios enteros
0: R — S que se escinde como homomorfismo de R-modulos (i.e. existe ¢ € Hompg(S, R)
tal que t o @ = id). En tal caso se dice que R es un sumando directo de S (explique porqué
estd terminologia tiene sentido). Muestre que si S es F-regular (resp. F-puro) entonces R es
F-regular (resp. F-puro). Concluya que sumandos directos de dominios enteros regulares son
F-regulares

Ejercicio 4.24. Sea GG un grupo finito que actua (por la izquierda) sobre un dominio entero
S por medio de homomorfismos de anillos. Pruebe que si S es F-regular (resp. F-puro) y p no
divide al orden de G, entonces el anillo de invariantes S¢ es F-regular (F-puro). Sugerencia:
Considere el operador de Reynolds s +— > gec 9S-

Ejercicio 4.25. Pruebe que el algebra Veronese
V(d) :é[x%ox;” | ZO++Zn:d] C)%[:(:O,...,:L’n]
es F' —regular.ﬂ

Ejercicio 4.26. Muestre que el algebra de Segre
R™*" = é[-:Ezy] ‘ 1 S i < mal S] S n] - é[xla'''751:77173/17'"ayn]
es F —regular.[i;o]

Observacion 4.15. Los tres ejemplos/ejercicios anteriores son parcialmente un caso particular
de un teorema seminal de Hochster y Roberts que establece que si un grupo algebraico
linealmente reductivo actta (linealmente) sobre un anillo de polinomios entonces el anillo de

8E1 enunciado de este ejercicio es verdadero atin si no se asume que Ry S sean dominios enteros. Sin embargo,
la reduccion a este caso es algo tediosa.

n+d
9El nombre proviene del hecho que este anillo representa el cono sobre el encaje de Veronese P" — p(" )71,
el cual es dado por [ag : - -t ap] = [--ral - alr o Jigttin=d-
10E] nombre se debe a que este anillo corresponde al cono sobre el encaje de Segre Pn—1 x Pm—1 «y pmn—1,

el cual es dado por la aplicacion (a1 : ... am], [b1 ... b)) = [+ tagb; -]
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invariantes es F-regular [HR74|. Este trabajo se puede considerar el lugar de nacimiento de
la F-regularidad.

Ejemplo 4.16 (Anillos determinantales). Note que el subanillo de Segre es la Z-subalgebra

de Z[x1,...,Tm, Y1, - -, Yn] generada por las entradas del producto de matrices
1
[y v
Tm

En general, nos podemos dar dos matrices de variables = [2; j|mxt ¥ Y = [¥ij]ixn donde
1 <t <m,ny consideras la £Z-subalgebra de £Z[x,y] generada por las entradas del producto
de matrices xy, digamos R;"*". A tales £-algebras se les conoce como anillos determinantales.
La razon de este nombre es que el siguiente homomorfismo de £-algebras es un isomorfismo

P t . B
Bz = [ jlmnl Tis (2) S22 EESL TS, e

donde I;;1(z) denota el ideal generado por todos los (¢ + 1)-menores de z. Los anillos
determinantales también son F-regulares pero la prueba es mucho mas dificil [HH94|, [MP]
§8]H Es bueno notar que Zymn(I;41(2)) es el conjunto de matrices m x n sobre £ de rango
<f.

Definicién 4.17 (F-signatura). La F-signatura de un dominio local (R, m, £, K) se define
como el limite dine R/
s(R) == lim lm}%—/e.

e—00 qdirn R

Teorema 4.18 ([Tucl2]). s(R) existe en RN 0, 1].

Demostracion. Ver abajo. O
Ejemplo 4.19. Sean £ un cuerpo algebraicamente cerrado y G un grupo finito que actta
linealmente sobre S := £[z1, ..., x,] sin pseudo-reflexiones. Esto es lo mismo que decir que

G es un subgrupo de GL,(£) y ninguno de sus elementos fija un hiperplano. Si p no divide
al orden de G, entonces

s(5¢) = i

Veremos una forma de probar esto abajo en 77.

Ejemplo 4.20. Singh ha calculado la F-signatura de anillos de semigrupos; ver [Sin05].
Estos son £-édlgebras generadas por monomios, tales como las algebras de Veronese y Segre.
En el caso del 4lgebra de Veronese, Singh demuestra que

dimy (V@/1,) = % O™

en donde n = dim V@. Por lo tanto,

Al menos si # es infinito, RY"*™ es el anillo de invariantes de la accion lineal de GL.(%) sobre %[z, y] donde

g € GL(#) actta como: & — xg~!, y — gy. No obstante, R}"*" no es un sumando directo de £[x,y] si
t > 1. Ver [HJPS22).
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Veremos como obtener esto de otra forma en ??. En el caso del algebra de Segre, Singh
obtiene que dimgz R™*" /I, es dado de la siguiente forma. Primero escriba

QI4+u+u®+--+u "1 +v+0 4+ 0T )" = Zai,juivj
irj
Entonces,
dlm;é Rmxn/le = Z agk-
k

Esto implica que
A(dim R, n)

(dim R)!
en donde A(d,n) son los numeros eulerianos: A(d,n) es el nimero de permutaciones o €
Sym{1,...,d} tal que la cardinalidad de {i | o(i) > o(i + 1)} es n — 1. En su tesis doctoral
[VK12|, Von Korff generaliza los resultados de Singh al calcular la F-signatura de todos los
anillos toricos, los cuales son F-regulares (siempre que son normales). Sin embargo, R;"*" no
es un anillo térico si t > 1 y, hasta donde yo sé, su F-signatura es desconocida.

Problema Abierto 4. Calcule dimy R}**" /I, cuando t > 1.
Teorema 4.21 (|[HL02, Corollary 16]). s(R) =1 sii R es regular.

s(R™ ") = dmR=m+n—1,

Demostracion. La direccion “<" se deja como ejercicio. Para la reciproca, suponga que R no
es regular. Entonces, F,R = R®*@® M para algan M # 0 por el teorema de Kunz. En general,
podemos escribir
F°R = R%* @ M, = R%* @ M®* @ N..
donde M, no admite sumandos directos libres y /N, no admite sumandos directos isomorfos a
Rni M.
Note que
FM'R = F,R% @ F,M = R @ M® @ F,M,.
Por lo tanto,

be+1 Z Ge.
Por otro lado, v(F°R) = ¢*) > a, + b, y entonces
ae  be _ ae Qe—1

P TP prpleDA
Al tomar el limite e — 0o se obtiene

1> s(R)+ s(R)/p* > s(R).

Teorema 4.22 ([ALO3, Theorem 0.2|). s(R) > 0 sit R es F'-regular.

Hay una direccion de la equivalencia en [[eorema 4.22| que podemos ver méas rapidamente.

En efecto, la sucesion
{ n(FER) }
V(FeR/B(R)) ) oo

es acotadal” Lo cual se sigue de lo siguiente

12A] limite que se obtiene de esta sucesion se le conoce como razon de F-escicion y es siempre positivo
(asumiendo que R es F-puro). Sin embargo, no entraremos en detalles con este invariante.
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Ejercicio 4.27. Pruebe que n(FfR) < n(FER/B(R)). Sugerencia: use [Ejercicio 4.22]

En particular,
Ejercicio 4.28. Concluya que si R no es F-regular (i.e. f(R) # 0) entonces s(R) = 0.

El autor desconoce de una prueba para el reciproco que sea sencilla y elemental. Pero quien
esté interesado puede consultar [PT18].

Observacion 4.23. En general, entre mas pequeno es el valor de s(R) peor es la singularidad
de R.

El siguiente resultado exhibe la relacién que hay entre la F-signatura y las multiplicidades
de Hilbert-Kunz.

Teorema 4.24 ([Tucl2|, [PT18, Corollary 6.11]). Sea (R, m, 2, K) un dominio local, entonces

S(R) = 1 U

e—00 qdimR '

La prueba es un poco elaborada para estas notas, pero se motiva a quien lee consultar las
fuentes propuestas. De hecho, la prueba original de Tucker para la existencia de la F-signatura
se basa en esta aproximacion en términos de multiplicidades de Hilbert—Kunz. En sus inicios,
la teoria de la F-signatura dependia mucho de la mas madura teoria de multiplicidades de
Hilbert Kunz debido a resultados de este tipo.

Sin embargo, hay otro proceso al limite relacionando ambos invariantes que es atin mas
profundo. A saber,

Teorema 4.25 (|[PT18, Theorem A|). Sea (R, m, £, K) un dominio local. Entonces,

. enx(a) — enk(b) o
a§£ dimg b/a B a:lsfl=fm erc(a) = enc(a + ().

s(R) =

En donde se entiende que el primer infimo se toma sobre todos los ideales m-primarios a C b.
Asimismo, el sequndo infimo se tomo sobre todos los ideales m-primarios a y elementos x € R
tal que a : x = mJ

El siguiente problema abierto es sin duda el mas importante en la teoria (y uno de los méas
importantes en algebra conmutativa).

Problema Abierto 5. Los infimos en [Teorema 4.25 son en realidad minimos.

Tomemos un momento para explicar porqué el |Problema Abierto 5| es tan important.
Resulta que hay una teoria en &lgebra conmutativa llamada clausura hermética. Ver [ST12]
§5] por detalles. A un ideal a se le asocia una clausura hermética

aCa*:={reR|existe 0 # c € R tal que cr? € al¥ para todo e}.

Resulta que si s(R) > 0 entonces a = a* para todo ideal a. El recipro es un problema abierto
de la mayor importancia en algebra conmutativa y més alld. Sin embargo, este se sigue de

tener infimos en [Teorema 4.25] En efecto,

Teorema 4.26 ([HH90, Theorem 8.17|). Sean (R,m, 2, K) un dominio local completo y
a C b ideales m-primarios. Entonces, a* = b* sii egk(a) = enx(b).

13Esto es decir que se toma sobre pares de ideales m-primarios a C b tales que dimy b Ja=1.
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Entonces, si s(R) = 0 y el |Problema Abierto 5| tiene una solucion afirmativa, entonces se
tienen dos ideales m-primarios a C b tal que ek (a) = eux(b) y entonces a* = b*. Lo cual
implica que ya sea a o b no son herméticamente cerrados.

Problema Abierto 6. Analogamente al [Problema Abierto 2|y al [Problema Abierto 3| el
problema sobre la racionalidad y cota superior de la F-signatura estan abiertos. Sin embargo,
se espera que

4 5
2= s(Fal,y, 2,0, 0]/ (wv + 2° +y° + y2)) = 5+ VT,

segin [Tucl2 Proposition 4.22|. En general, nos podemos preguntar cuél es la (estructura de
la) imagen de

{ A-singularidades F-regulares de dimensién d} = (0, 1].
Ver [Tucl2, Question 4.19, Question 4.20]

Problema Abierto 7 (Sobre la F-regularidad de anillos escindidores). Si R es un anillo
regular, resulta que R es un escindz’dorﬂ Esto quiere decir que toda extension finita de R se
escinde. El recipro es uno de los problemas abiertos més importantes en élgebra conmutativa
y mas alla.

4.5. Prueba de la convergencia. A continuacién procedemos a demostrar a la vez que
las sucesiones definiendo la multiplicidad de Hilbert-Kunz y F-signatura son convergentes.
Para esto, £ denotara ya sea p or v. Para el caso de la multiplicidad de Hilbert-Kunz, solo
haremos el caso a = m.

Prueba de[Teorema 4.8 y[Teorema 4.18 Recuerde que la sucesion {{(FER)/v(FER)}een €8
acotada; ver [Ejercicio® 4.11] Por lo tanto, basta mostrar que el limite superior es menor
o igual al limite inferior (los cudles existen). Sea A(R) := log, v(F.R) € N. Considere una
sucesion exacta

0— R L EFER T —0

tal que ¢T' = 0 para algin 0 # ¢ € R (ver [Ejercicio 4.8)). Esto nos da una nueva sucesion

exacta
A(R)

0 — FCR®P™ — FCY'R — F°T — 0

y por lo tanto
E(FET'R) < pWE(FLR) + p(FT) < pMYE(FER) + CM P
para alguna constante C' (independiente de e) al usar [Ejercicio 4.12 Divida entre
V(FHIR) = petDAR) — MRAR) _ o (pe g) AR

para obtener que
SFR) _S(FR) | C

v(FEY'R) — v(FER) ¢
donde C" := C/p"™ es independiente de e. Al iterar esta desigualdad, se conluye que

E(FTR) _ E(FER) C( 1 1 )<§(FSR)+£

, +— (144 + =<
v(FER) ~ v(FER) g p p’t) T v(FER) g

<

B O inglés, este término se conoce como splinter, lo que se traduce al espanol como astilla.



MIDIENDO SINGULARIDADES CON FROBENIUS 25

para todo e, ¢’ € N. Tome el limsup,,_, ., para obtener que

s SUER) _ EUEER) 20

oo V(FCR) — v(FER) ¢

para todo e. Tome ahora liminf,_,,, para concluir que

F¢ Fe
lim sup SULR) < lim inf M

eoo V(FCR) = e v(FR)’
como se queria. O
Problema Abierto 8. Un analisis mas cuidadoso muestra que
dimg R/I, = s(R)q* + O(¢*™),
donde d := dim R. ;Existe un namero real s'(R) tal que
dimg R/I, = s(R)¢* + s'(R)q"' + O(q¢*?)?
Y asi sucesivamente. Ver [CDS19|, [Hunl3, §7].

5. UMBRALES DE F-PUREZA Y F-UMBRALES

Esta seccion se basa en el trabajo de De-Stefani-Nunez-Betancourt—Pérez [DSNnBP1§].
Sean (R,m,Z,K) un dominio local y a un ideal m-primario. Justo hemos visto como la
F-signatura y la multiplicidad de Hilbert—-Kunz se obtienen al considerar cierta familia de
ideales m-primarios {J.}.~o y estudiar el comportamiento asintético de los cocientes

dimyg R/ J,
—

Hemos usado J, = I, para la F-signatura y J. = a9 para las multiplicidades de Hilbert-Kunz.
Sin embargo, hay otra manera de medir la complejidad de los ideales J.. Para empezar,

Ejercicio 5.1. Con la misma notacién que antes, sea J C R un ideal m-primario. Muestre
que el conjunto

{aeN|m* ¢ J}
es no vacio y acotado. En particular, tiene un elemento maximo que denotaremos por «(.J).

Ejercicio 5.2. Con la misma notaciéon que antes, muestre que a(l,) < a(ml) < a(ald).

Ejercicio 5.3. Muestre que la sucesion {a(al?)/q}. es acotada de la siguiente forma. Sea
p = p(m) el nimero minimo de generadores de m y sea N € N tal que m" C a. Pruebe que

mila=D+1 — ldl

Use esto para mostrar que
mVle=D)+1) — 4ld]

y que N(u(q— 1)+ 1) > a(ald). Concluya que Ny es una cota superior para la sucesion.

Teorema 5.1 ([DSNuBP18|). La sucesion {a(al®)/q}. es convergente.
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Ejercicio* 5.4. Pruebe [Teorema 5.1|siguiendo los siguientes pasos. Primero muestre que si
a > (u(m) +b— 1)q entonces m* = m*~*(ml@)?: haga una induccion sobre b. Luego, tome
b=a(a?)+1ya=qg(p+s—1)y concluya que

m? (u+a(a[q/])) c alaa],
Deduzca que a(al4?]) < (,u + a(a[‘l'})) y que

a(ale)

qq

< qﬁ +
De aqui pruebe que el limite superior de la suma es menor igual al limite inferior. Como la

sucesion es acotado, esto muestra la existencia del limite.

Definicién 5.2 (F-umbral). El F-umbral de a se define como el ntimero real no-negativo

lq]
" =c"(m) = lim a(a )
e—00 q

El F-umbral de R es ¢(R) == c™.

Definicion 5.3 (Umbral de F-pureza). Sea (R, m, £) un anillo local. Se define su umbral de
F-pureza como el limite

fpt(R) == lim w.

e—00 q

Ejercicio* 5.5. Pruebe que fpt(R) existe de la siguiente forma. Muestre que

[p]
CIe+1 < CIe < pCIe

y entonces que {c’*/q}. es una sucesion no-creciente. Concluya que tal sucesion es convergente.

Use la ultima desigualdad en el con ¢ =1y a= I, para obtener que

oz([e[?,])
q

— Oé([e//) < M.

Mas atn, note que {«([ e[?,) /q}er es no-decreciente y por lo tanto:

0<

Tome el limite e — oo y concluya que
0<ce —alls) <p
Divida por ¢” y concluya.

Escolio 5.4 (|[DSNnBP18§]).
cle

fpt(R) = lim

e—0o0 q
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6. APLICACION A GRUPOS FUNDAMENTALES LOCALES

La siguiente aplicacion es basada en el trabajo de Schwede, Tucker, y el autor [CRST1S],
CR22|. Vamos a empezar con dominio local completo (R, m, 2, K) y que £ es algebraicamente
Cerrado.IT_SI Sea L/K una extension finita de cuerpos. Podemos entonces definir la normalizacion
o clausura entera de R en L como

S :=RF:={l € L|existen ry,...,7, € R tales que I" + 7" "+ -+ 71, 1l +7, =0}

No es nada obvio, pero resulta que S C L es un subanillo. Para méas detalles sobre normali-
zaciones, ver [AM69, Ch.5]. Mas aun, resulta que (S, n, £, L) es un dominio local completo
(esto usa el lema de Hensel) y se tiene una extension local (R, m, 2, K) C (S,n, 2, L).

Se dice que R es normal si la inclusion R C R¥ es una igualdad. Vamos a asumir que
este es el caso. Resulta que los anillos F-regulares son siempre normales [HH89]. En tal case,
S = R” es siempre normal también.

Una propiedad fundamental de estas extensiones es que sobre todo primo p € Spec R yace
un numero finito pero no cero de ideales primos de S. Es decir, la fibra

f7'(p) ={a € SpecS |qN R = p}
es finita y no vacia. Mas aun, si L/K es una extension de Galois con grupo de Galois
G = Gal(L/K), entonces G actiia sobre S y su anillo de invariantes es R. Mas atn, G acttia
de manera transitiva sobre la fibra f~1(p). Asi si q € f~!(p) entonces definimos su grupo de
descomposicion como
Dy={oc€G|o(q) =g} CG.
Note que se tiene un homomorfismo de grupos

Dy — Aut k(q)/k(p)
o oa/q

el cual es de hecho sobreyectivo. Sin embargo, lo que nos interesa es su kernel I, el cual se
conoce como grupo de inercia de g. Se puede ver que los grupos {I;}qef-1(y) son conjugados
unos de otros y por lo tanto tienen el mismo érden. Tal orden comin se denota por ¢, y se
conoce como el indice de ramificacion de la extension S/R sobre p.

Definiciéon 6.1. Con la misma notacién que antes, decimos que la extension S/R es étale
sobre p si e, = 1. Asimismo, decimos que S/R es étale sobre el locus regular si S/R es étale
sobre todo p € Spec R tal que R, es regular.

Con todo lo anterior, podemos definir el grupo fundamental (étale local) de una singularidad
de la siguiente forma. Primero, se fija una clausura separable K*P de K E] Y luego se toma
el limite proyectivo

m(R,m, 2, K) = Jim Gal(L/K)

Ks°P/L/K
L/K es una extension de Galois finita
RL /R es étale sobre el locus regular

Observacion 6.2. No es del todo obvio que tal limite esta bien definido. Es decir, no es obvio
que lo que se muestra forma un sistema dirigido.

15Mas que ser completo, lo que importa es que sea henseliano (i.e. que satisfaga el lema de Hensel).
16Egta escogencia es completamente analoga a la de un punto base para el grupo fundamental topologico.
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Note que, por definicion, m (R, m, 2, K) es un grupo profinito. De hecho, es un cociente de
el grupo de Galois absoluto

m(K) = Gal(K*P/K) = JHm Gal(L/K).
K*P/L/K
L/K es una extens/iér{ de Galois finita

Lema 6.3. FEl grupo fundamental m (R, m, £, K) es finito si y sdlo si
sup {[L: K] eN} <0

K®*P/L/K
L/K es una extension de Galois finita
RL/R es étale sobre el locus regular

Es decir, si el conjunto sobre el que se toma el supremo es acotado. En tal caso, el orden de
m(R,m, £, K) es el mdzimo de tal conjunto.

Teorema 6.4 ([CRSTI8|). Con la misma notacion que antes, si (R,m, %, K) es F-reqular
entonces m (R, m, 2, K) es finito y su orden estd acotado por 1/s(R) y no es divisible por p.

Para probar este teorema uno necesita primero unas cuantas observaciones claves sobre
la traza Tr: L — K. La primera propiedad es que esta se restringe a una funcion R-lineal
Tr: S — R (i.e. Tr(S) C R). Més aun, resulta que Tr(n) C m y entonces la traza también
define una funcién %2-lineal

Tr: S/n=# — R/m=2%

que en este caso es multiplicacion por e, = [L : K]. Sin embargo, corremos el riesgo de que
[L : K] sea cero en £ y por lo tanto de que Tr: 2 — £ sea cero también.m Lo cual equivale
a que Tr(S) C m. Esto no obstante es imposible si (R, m, 2, K) es F-regular como veremos a
continuacion.

Lema 6.5. Suponga que (R,m, £, K) es F-reqular. Entonces, la extension R C S se escinde
en la categoria de R-mddulos. Es decir, existe t € Hompg(S, R) tal que t(1) = 1.

Demostracion. Observe que el homomorfismo canénico
K ®r Hompg(S, R) — Homg (L, K)

es un isomorfismo. En particular, Hompg(S, R) # 0. Es decir, existe ' € Hompg(S, R) tal que
r:=1t(1) # 0 € R. Dado que R es F-regular, existe e > 0y ¢ € Homg(FFR, R) tal que
¢(Ffr) = 1. Entonces podemos tomar a ¢ como la composicion

S Fes B per Y R
0

La demostracion del siguiente resultado va un poco mas alla del alcance de estas notas. Sin
embargo, es el andlogo unidimensional del hecho de que L/K es separable sii Tr: L — K es
no cero.

Proposicion 6.6. Si S/R es étale sobre el locus regular entonces el homomorfismo de
S-modulos S — Hompg(S, R) que envia 1 € S a Tr € Homg(S, R) es un isomorfismo.

1Por ejemplo si p divide a [L : K].
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Bosquejo de la prueba. Como R y S son normales, la hipotesis de ser étale sobre el locus
regular implica que S/R es “cuasi-étale”. Lo cual a su vez significa que el “divisor de ramifi-
cacion” es trivial. Sin embargo, esto formalmente se traduce a que Tr genera libremente a
Homg(S, R) como S-modulo. Mas detalles se pueden consultar en [ST14]. U

Entonces, a resumidas cuentas, tenemos que si (R, m, 2, K) es F-regular y (R,m, 2, K) C
(S,n, 2, L) es una extension étale sobre el locus regular, entonces Tr € Hompg(S, R) satisface
lo siguiente

1. la aplicaciéon 1 — Tr define un isomorfismo de S-médulos S — Hompg(S, R),
2. Tr(n) Cm, y
3. Tr: S — R es sobreyectiva (i.e. Tr(S) ¢ m).

De esta manera, [leorema 6.4] se puede ver como un corolario de la siguiente férmula.

Teorema 6.7. Sea (R,m, 2, K) C (S,n,Z, L) una extension finita de dominios locales tal
que existe T € Hompg(S, R) tal que

1. la aplicacion 1 — ¥ define un isomorfismo de S-mddulos S — Hompg(S, R),
2.%n)Cmy
3. T: S — R es sobreyectiva (i.e. Tr(S) ¢ m). Entonces,

[ : £]s(S)=[L: K]s(R).

Observacion 6.8 (Sobre restriccion, extension y co-extension de escalares). Sea 0: R — S
un homomorfismo de anillos. Este induce tres funtores covariantes f,, f*, f' que se conocen
respectivamente como restriccion, extension y co-extension de escalares. El funtor de res-
triccion de escalares f, va de la categoria de S-moédulos en la de R-moédulos. Si tenemos un
homomorfismo de S-médulos N — N’, siempre lo podemos pensar en un homomorfismo de
R-moédulos por medio de #: R — S y a esto lo denotamos como f,N — f,N'. Por otro lado,
el funtor de extension de escalares f* va de la categoria de R-modulos en la de S-modulos y
se define por medio del cambio de base. Es decir, si ¢: M — M’ es un homomorfismo de
R-moédulos entonces su extension de escalares es el homomorfismo de S-mddulos

SQRe: s@M—s®p(m

FM =S oy M b M = S @p M.

Finalmente, el funtor f' de co-extensién de escalares va de la categoria de R-moédulos en
la de S-modulos y se define de la siguiente forma. Si ¢: M — M’ es un homomorfismo de
R-médulos entonces f'¢ es el siguiente homomorfismo de S-moédulos:

f'M == Hompg(S, M) — f'M’ := Hompg(S, M’)
p— @op
Estos tres funtores estéan relacionados por la siguientes adjunciones
frAfAr
En efecto, la co-unidad e: f*f, — id viene dada por

€NS ®RN sQ@n—rsn N
mientras que su unidad n: id — f,f* es dada por

nM:MMS@)RM.
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Similarmente, la co-unidad Tr: f, f' — id de la adjuncién f, - f' se conoce como la traza y
se define como

Try: Hompg(S, M) 2240, ar
mientras que su unidad v: id — f'f, es la transformacion natural definida por
vy: N — Hompg(S, N)
n > (s sn).

Ejercicio 6.1. Pruebe que en efecto los anteriores pares de unidades y co-unidades definen

. . | . . . .
adjunciones f* — f, 4 f°. Es decir, muestre que se tienen dos diagramas conmutativos de
transformaciones naturales

R SR AL
f f.

. ., . . . ., |
que definen la adjuncién f* - f,. Similarmente, para la adjunciéon f, - f°, muestre que se
tienen diagramas conmutativos de transformaciones naturales

£ 2N

DN

!
*

Lo anterior significa que las aplicaciones naturales
Homg(f*M, N) L2220 Homp (M, £,N) y Homg(M, £.N) 222C% Homg (M, N)
son mutuamente inversas. De igual manera, las aplicaciones naturales

Homg(N, f'M) L2 Homp(f.N, M) v Homp(f.N, M) 2212, Homg(N, f'M)

son mutuamente inversas.

Ejercicio 6.2. En el marco de la [Observacion 6.8 pruebe que si hay un isomorphism
S+ f'R = Hompg(S, R), 1 — T, entonces se tiene un isomorfismo

Homg (N, S) SiniilN Hompg (N, R)
de R-moédulos y de S-moédulos.

Proposicion 6.9 (|Tucl2, Theorem 4.11]). Sean (R,m, 2, K) un dominio local y M un
R-mddulo finitamente generado y libre de torsion. Entonces

FeM
m n(Fe M)

S R =v(M)s(R).

Ejercicio 6.3. Pruebe |Proposicion 6.9, Sugerencia: Use [Ejercicio 4.7, [Ejercicio 4.8 y [Ejerciq
cio 4.12| para reducir al caso en que M es libre.
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Prueba de[Teorema 6.7. Primer, aplicamos el [Ejercicio 6.2en el caso N = F¢S para establecer

un isomorfismo
£, Homg(F*S, S) 2% Homp(F*S, R)
de R-modulos. Por la segunda hipdtesis, se tiene un diagrama conmutativo

£, Homg(FS, S) —"* , Hompg(F*S, R)

| [

. Homg(FeS,n) — " Hompg(FS, m)

La tercera hipotesis implica que la flecha de abajo es también un isomorfismo. En particular,
Homg(F£¢S,S) f« Homg(F¢S, S) Homg(F¢S, R)
m
* Homg(FeS, n) * . Homg(F<S, n) * Homg(FeS, m)

Dado que S es un R-moédulo finitamente generado y libre de torsion, el resto se sigue de

= [¢: £]dim = [¢ : £]dim

[Proposicion 6.9, 0
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